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We use the new tool of interpolation determinants to get precise lower bounds
for the p-adic distance between two integral powers of algebraic numbers. This
work is the p-adic analogue of the two papers (M. Laurent, Acta Arith. 66,
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1. INTRODUCTION
On se propose d’adapter au cadre p-adique les re sultats de [4] et de [5].
Rappelons qu’il s’agissait alors de minorer la valeur absolue usuelle d’une
combinaison line aire a coefficients entiers de deux logarithmes de nombres
alge briques. A cet effet, on re examinait la construction de Schneider dans
le contexte des de terminants d’interpolation. Une premie re traduction
p-adique de cette e tude a e te entreprise par Y. Bugeaud, cf. [2]. Nous
introduisons dans cet article de nouveaux ingre dients plus spe cifiquement
p-adiques et ame liorons ainsi les minorations obtenues dans [2]. Par
exemple, pour ce qui concerne la de pendance en p des re sultats, nous sub-
stituons le terme p f&1 a son carre ; voir le Corollaire 1 ci-dessous pour un
e nonce pre cis. D’autre part, nous divisons essentiellement les constantes
nume riques par un facteur 20. De plus, gra^ce a l’introduction d’un para-
me tre g, nous pouvons regrouper dans un me^me e nonce les re sultats du cas
ge ne ral avec ceux obtenus par Dong Ping Ping pour des unite s principales,
cf. [3].
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La difficulte principale du cas p-adique re side dans le fait que les points
conside re s naturellement dans la construction ne sont plus ne cessairement
situe s dans le domaine de convergence p-adique de la se rie exponentielle.
On est donc amene a se placer dans ce domaine par un artifice. Pour ce
faire, l’argument le plus simple consiste a e lever les deux nombres alge bri-
ques conside re s :1 et :2 a des puissances ‘‘suffisantes.’’ Nous utilisons ici
une construction plus sophistique e. Comme l’on conside re des produits de
puissances :r1 :
s
2 , il suffit d’imposer une seule relation de congruence a une
certaine forme line aire en r et s, au lieu de deux congruences portant res-
pectivement sur chacun des exposants r et s; d’ou provient le gain du carre .
Il devient alors ne cessaire de reprendre le lemme de ze ros ainsi que les
re sultats combinatoires de [5]. On notera que la construction utilise e est
l’exacte duale (au sens de M. Waldschmidt, cf. [7] ou le paragraphe XII.2
de [8]) de celle conside re e par Yu Kun Rui. Il n’est donc pas e tonnant de
trouver la me^me de pendance en p que dans les travaux de Yu Kun Rui, cf.
[9, 10, 11].
Nous introduirons e galement un autre ingre dient tout a fait spe cifique
aux de terminants d’interpolation. Pour majorer de tels de terminants, on
peut soit utiliser le principe du maximum, soit e tudier leurs de veloppe-
ments en se rie de Taylor qui font intervenir des valeurs particulie res de
polyno^mes de Schur. Cette de marche vaut aussi bien dans le cadre archi-
me dien que p-adique. Dans le cas archime dien, une e valuation pre cise
semble assez de licate a obtenir, et il est plus simple d’utiliser le principe du
maximum comme dans [4] et [5]. Comme les coefficients des polyno^mes
de Schur sont des entiers rationnels, donc contenus dans la boule unite de
Zp , les e valuations p-adiques sont par contre tre s simples a effectuer, de
me^me que celles de discriminants (voir le Lemme 2 ci-dessous). Nous obte-
nons ainsi de bien meilleures majorations analytiques que celles de duites du
principe du maximum. En fait, bien que le rayon de convergence de la se rie
exponentielle p-adique soit e gal a p&1( p&1), on notera que lors de la majo-
ration de de terminants d’interpolation de fonctions exponentielles-poly-
no^mes p-adiques, tout se passe au niveau des estimations comme si ce
rayon de convergence se trouvait e^tre e gal a 1.
Les auteurs remercient Dong Ping Ping pour ses remarques et sugges-
tions lors de la ve rification de cet article.
2. ENONCE DES RE SULTATS
Soit p un nombre premier. On de signera par Q p une clo^ture alge brique
du corps Qp des nombres p-adiques. Le corps Q p est muni de la valeur
absolue ultrame trique |x|p=p&v(x), ou v de signe l’unique prolongement a
Q p de la valuation p-adique standard sur Qp normalise e par v( p)=1.
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Soient :1 , :2 deux nombres alge briques sur Q, vus comme e le ments du
corps Q p . On se propose de minorer la valeur absolue de l’e cart
4=:b11 &:
b2
2 ,
ou b1 et b2 de signent des entiers rationnels positifs. Comme dans le cas
complexe, cf. [4] et [5], on notera par h(:) la hauteur logarithmique
absolue d’un nombre alge brique :.
Nos re sultats de pendent, entre autre choses, de certaines quantite s atta-
che es au corps Kv=Qp(:1 , :2). On de signera notamment par e l’indice de
ramification du groupe de valuation dans l’extension de Qp a Kv , par f le
degre re siduel de cette extension, par Uv le groupe multiplicatif des unite s
de Kv* (forme des x # Kv avec v(x)=0), par U 1v le sous-groupe des unite s
principales (celles pour lesquelles v(x&1)>0), et enfin par t l’entier 0
de termine par l’encadrement
pt&1
e
p&1
<pt.
Posons
D=
[Q(:1 , :2) :Q]
f
.
Nous supposerons dans toute la suite que :1 et :2 appartiennent a Uv .
Soit g le plus petit entier positif tel que
: gi # U
1
v (i=1, 2).
Fixons dans Q p une racine de l’unite ‘ d’ordre exactement g. Le Lemme 4
ci-dessous montre que ‘ appartient en fait au sous-corps Kv , que g divise
p f&1, et que les nombres :1 et :2 se de composent uniquement sous la
forme
:i=‘mi%i , %i # U 1v (i=1, 2),
avec des entiers m1 , m2 de termine s modulo g. Notre re sultat principal
s’e nonce ainsi.
The ore me 1. Soient K un entier 3, L un entier 2, R1 , R2 , S1 , S2 des
entiers >0. Notons
R=R1+R2&1, S=S1+S2&1, N=KL,
#1=
R+g&1
2R
&
gN
6R(S+g&1)
, #2=
S+g&1
2S
&
gN
6S(R+g&1)
.
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Pout tout couple d'entiers positifs (b1 , b2), de signons par pu la plus grande
puissance de p divisant simultane ment b1 et b2 . On notera
b=
(R&1) b2+(S&1) b1
2 \ ‘
K&1
k=1
k !+
&2(K 2&K)
.
Supposons qu'il existe deux classes c1 et c2 d'entiers modulo g, telles que:
Card[: ptr1 :
pts
2 ; 0r<R1 , 0s<S1 , m1r+m2 s#c1 modulo g]
L,
(1)
Card[rb2+sb1 ; 0r<R2 , 0s<S2 , m1r+m2s#c2 modulo g]
>(K&1) L.
On supposera aussi que
K(L&1) pt log p&(D+2e) log N&D(K&1) log b
&#1 ptDLRh(:1)&#2 ptDLSh(:2)>0. (2)
Alors
|4|pp&( p
te)(KL&12)&up&( p(p&1))(KL&12)&u.
Voici quelques corollaires simples du The ore me 1. Soient A1>1, A2>1
deux nombres re els, tels que
log Aimax {h(:i), log pD = (i=1, 2).
Comme dans le cas archime dien, notons alors
b$=
b1
D log A2
+
b2
D log A1
.
Commenc ons par un re sultat asymptotique (c’est a dire valable lorsque b1
ou b2 est suffisamment grand) qui, bien que sans utilite pratique, nous indi-
que le meilleur re sultat nume rique qui puisse e^tre de duit du The ore me 1.
The ore me 2. Supposons que :1 , :2 soient multiplicativement inde pen-
dants. Pour tout re el c>649, il existe alors un re el effectivement calculable
b(c, p), tel que
v(4)
cpg
( p&1)(log p)4
D4(log b$)2 log A1 log A2 ,
de s que b$b(c, p).
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La fonction b(c, p) est bien su^r effectivement calculable comme dans le
cas archime dien. Voici quelques exemples de re sultats totalement explicites.
The ore me 3. Supposons que :1 , :2 soient multiplicativement inde pen-
dants. On a la majoration
v(4)
24pg
( p&1)(log p)4
D4 \max {log b$+log log p+0.4, 10 log pD , 10=+
2
_log A1 log A2 .
Majorant gp f&1, il vient imme diatement le
Corollaire 1. Avec les hypothe ses et notations du The ore me 3, on a
v(4)
24p( p f&1)
( p&1)(log p)4
D4 \max {log b$+log log p+0.4, 10 log pD , 10=+
2
_log A1 log A2 .
Conside rons maintenant le cas particulier ou g=1, spe cialement e tudie
par Dong Ping Ping, cf. [3]. On obtient imme diatement le
Corollaire 2. Avec les hypothe ses et notations du The ore me 3, suppo-
sons de plus que :1 et :2 appartiennent a U 1v . Alors
v(4)
24p
( p&1)(log p)4
D4 \max {log b$+log log p+0.4, 10 log pD , 10=+
2
_log A1 log A2
208D4 \max {log b$+log log p+0.4, 10 log pD , 10=+
2
log A1 log A2 .
Le nombre 10 appara@^t deux fois dans les formules ci-dessus comme coef-
ficient des termes log pD et 1 respectivement. Si nous de signons plus ge ne -
ralement ces deux coefficients par + et &, il est possible de choisir arbitraire-
ment leurs deux valeurs, en remplac ant le facteur nume rique 24 par une
fonction c(+, &) ade quate. Le The ore me 4 ci-dessous fournit une table de
valeurs de cette fonction c. Le lecteur inte resse par d’autres valeurs des
parame tres + et &, trouvera dans le paragraphe 6.4 une description de la
me thode de calcul employe e.
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The ore me 4. Pour tout couple (+, &) appartenant au produit [4, 6, 8,
10, 15]_[5, 10], de finissons c(+, &) par le tableau
+=4 +=6 +=8 +=10 +=15
&=5 53.8 36.1 28.1 24 18.6
&=10 51.7 34.8 27.3 23.2 18
Supposons que :1 , :2 soient multiplicativement inde pendants. On a alors la
majoration
v(4)c(+, &)
pg
( p&1)(log p)4
D4
_\max {log b$+log log p+0.4, + log pD , &=+
2
log A1 log A2
pour tout (+, &) # [4, 6, 8, 10, 15]_[5, 10].
Remarque. Dans certaines applications, on ne dispose pas de la valeur
exacte de D; toutefois les re sultats ci-dessus subsistent ge ne ralement en rem-
plac ant D par un majorant.
3. PRE LIMINAIRES D’ANALYSE p-ADIQUE
Les lemmes techniques contenus dans ce paragraphe nous serviront a
majorer finement la valeur absolue p-adique de de terminants d’interpolation
de fonctions exponentielles-polyno^mes.
Lemme 1. Pour tout entier n positif, on a l'estimation
n
p&1
&
log(1+n)
log p
v(n !)
n
p&1
.
Preuve. On sait (cf. [1, Lemme 3.5.6]) que si
n=c0+ } } } +ck pk, 0cjp&1, 0 jk,
de signe l’e criture de l’entier n dans la base p, on a l’e galite
v(n !)=
n&c0& } } } &ck
p&1
.
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Il s’agit donc de montrer que
c0+ } } } +ck
p&1
log p
log(1+c0+ } } } +ck pk).
Si l’on fixe c0+ } } } +ck , on constate imme diatement que le minimum de
c0+ } } } +ck pk est atteint pour un (k+1)-uplet d’entiers (cj) de la forme
(c0 , ..., ck)=( p&1, ..., p&1, c, 0, ..., 0).
Il suffit donc de ve rifier que pour tout j0, 0cp&1, on a
j( p&1)+c
p&1
log p
log(1+p j&1+cp j)=
p&1
log p
log((c+1) p j),
autrement dit que
c
log(1+c)

p&1
log p
, 0cp&1;
cette dernie re ine galite exprimant simplement la croissance de la fonction
x [ xlog(1+x) pour x0. K
On de duit imme diatement du Lemme 1 le
Corollaire. Pour tout entier positif n, on a la minoration
v \ ‘
n&1
&=1
& !+ n
2&n
2( p&1)
&
n log n
log p
.
Lemme 2. Soient z1 , ..., zn des e le ments de Zp , on a la minoration
v \ ‘
1i< jn
(zi&zj)+v \ ‘
n&1
&=1
& !+ .
Preuve. D’apre s la formule de Vandermonde
‘
1i< jn
(zj&zi)=det(z j&1i ),
on a
>1i< jn (zj&zi)
>n&1&=1 &!
=det \ z
j&1
i
( j&1)!+=det \\
zi
j&1++ ,
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par multiline arite du de terminant. Or, pour tout e le ment z # Zp , le coefficient
binomial ( zk)=[z(z&1) } } } (z&k+1)]k ! appartient a Zp , puisqu’il en est
ainsi sur le sous-ensemble dense des entiers rationnels. K
Lemme 3. Soit % un e le ment de Q p tel que v(%&1)>0. Alors
v(% p&1)=pv(%&1) si v(%&1)<
1
p&1
,
v(% p&1)=v(%&1)+1 si v(%&1)>
1
p&1
,
v(% p&1)
p
p&1
=
1
p&1
+1 si v(%&1)=
1
p&1
.
Preuve. La formule du bino^me e crite sous la forme
x p&1=(x&1) p+ :
p&1
j=1
p
j \
p&1
j&1+ (x&1) j
montre que
v(% p&1)min[ pv(%&1), 1+v(%&1)].
Les deux termes du minimum deviennent e gaux pour la valeur critique
v(%&1)=1( p&1). La transformation x [ x p multiplie donc par p la valua-
tion v(x&1) en dec a de cette valeur critique, et ajoute 1 au dela , d’ou le re sul-
tat. K
La se rie exponentielle p-adique est convergente dans le disque ouvert
centre a l’origine de rayon p&1( p&1). Le corollaire suivant, dans lequel on uti-
lise les notations du paragraphe 2, nous permettra de nous amener dans cette
boule par e le vation a la puissance pt.
Corollaire. Soit % une unite principale dans Kv . Alors
v(% pt&1)
pt
e
>
1
p&1
.
Preuve. On rappelle que t de signe le plus grand entier h tel que ph&1e
1( p&1). On montre par re currence sur h=0, ..., t que v(% ph&1)phe.
L’assertion est triviale pour h=0 et le Lemme 3 permet de passer de h a
h+1. K
Remarque. L’argument ci-dessus est du^ a Yu Kun Rui. On notera qu’il
doit utiliser des puissances ph-ie mes avec h=t+1 ou h=t, selon que l’e cart
318 BUGEAUD AND LAURENT
File: 641J 200609 . By:CV . Date:27:11:96 . Time:11:41 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2473 Signs: 1641 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
pte&1( p&1), a priori compris entre 0 et 1, se trouve e^tre proche de l’ori-
gine ou non. Gra^ce a une analyse p-adique plus pre cise, spe cifique a la
conside ration de de terminants d’interpolation, nous pourrons nous res-
treindre a l’exposant minimal h=t; c’est essentiellement de la que provient
le gain d’un facteur (2+1( p&1))4 dans les constantes.
Nous devrons utiliser quelques proprie te s classiques des corps cyclotomi-
ques pour lesquelles le lecteur pourra consulter les ouvrages [1] et [6].
Lemme 4. Le groupe quotient UvU 1v est cyclique de cardinal p
f&1,
canoniquement isomorphe au groupe multiplicatif des e le ments non nuls du
corps re siduel de Kv . De plus, chaque classe contient une unique racine
( p f&1)-ie me de l'unite .
Preuve. Proposition 8 du chapitre 2 de [6].
Lemme 5. Soit ! une racine de l'unite dans Q p d'ordre exact pu. L'exten-
sion de corps Qp(!)Qp est totalement ramifie e de degre pu&1( p&1). Pour
tout entier naturel m de la forme m=m$pu, avec m$ premier a p, on a la
formule
:
‘{1
‘m=1
v(‘&1)=u.
Preuve. Proposition 17 du chapitre 4 de [6].
Pour achever ces pre liminaires, signalons aussi la version suivante du
Lemme de Krasner. Soient ! et _ deux e le ments de Q p . Soient !1=!,
!2 , ..., !d les conjugue s de ! sur Qp . On suppose que
v(_&!)>v(_&!i) (2id).
Alors ! appartient au corps Qp(_).
Preuve. Voir le The ore me 2.7.1 de [1].
4. UN LEMME DE ZE ROS
Nous aurons e galement besoin de ge ne raliser le lemme de ze ros utilise
dans le cas complexe, cf. [5]. En fait, les arguments de veloppe s au cours
de la de monstration de la proposition 1 de [5] contiennent implicitement
l’e nonce suivant.
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Lemme 6. Soient a1 , a2 , b1 , b2 , des e le ments d'un corps commutatif K,
avec a1{0, a2{0. Soient K et L des entiers positifs, et soient E1 , E2 deux
sous-ensembles finis de Z2. Soit enfin P # K[X, Y] un polyno^me non nul, de
degre partiel K&1 en X et L&1 en Y. Supposons que
Card[ar1 a
s
2 ; (r, s) # E1]L,
et que
Card[b2r+b1s; (r, s) # E2]>(K&1) L.
Alors, l'un au moins des nombres
P(b2r+b1s, ar1 a
s
2), (r, s) # E1+E2 ,
est non nul.
Preuve. Supposons que tous les nombres P(b2r+b1s, ar1 a
s
2), (r, s) #
E1+E2 , sont nuls et e liminons la variable Y entre les polyno^mes translate s
Pr, s(X, Y) :=P(X+b2r+b1s, ar1a
s
2Y) lorsque (r, s) de crit E1 . Pour cela, on
e crit P comme un polyno^me en Y a coefficients dans K[X]:
P(X, Y)= :
l # L
Ql (X) Yl, Ql{0, l # L.
Par hypothe se, chacun des polyno^mes
Pr$, s$ (X, Y)= :
l # L
Ql (X+b2 r$+b1s$)(ar$1 a
s$
2 )
l Yl, (r$, s$) # E1 ,
s’annule au point (b2r"+b1 s", ar"1 a
s"
2 ) lorsque (r", s") # E2 . Gra^ce au
Lemme 1 de [5], fixons un sous-ensemble E$1E1 , de me^me cardinal que
L, tel que
$=det((ar$1 a
s$
2 )
l) l # L
(r$, s$) # E$1
{0,
et posons
2(X)=det(Ql (X+b2r$+b1s$) } (ar$1 a
s$
2 )
l) l # L
(r$, s$) # E$1
.
Fixons maintenant un point (u, v) de la forme (b2r"+b1 s", ar"1 a
s"
2 ) avec
(r", s") # E2 . Regardant les e galite s Pr$, s$ (u, v)=0, (r$, s$) # E$1 , comme un
syste me de n=: Card L=Card E$1 e quations line aires en les n variables vl,
(l # L), il est clair que le de terminant 2(u) de ce syste me line aire s’annule.
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D’autre part, si Ql (X)=ql Xkl+ } } } , alors 2(X)=q1 } } } qn $X k1+ } } } +kn+
} } } est un polyno^me de degre k1+ } } } +knn(K&1)L(K&1). D’ou la
contradiction lorsque (r", s") de crit E2 . K
5. PREUVE DU THE ORE ME 1
Soient K, L, R1 , R2 , S1 , S2 des parame tres entiers satisfaisant les condi-
tions (1) et (2) du the ore me. On raisonne par l’absurde et on suppose donc
que
|4|p<p&( p
te)(N&12)&u. (3)
Rappelons que :1 et :2 se de composent uniquement sous la forme
:i=‘mi%i , (i=1, 2),
avec des entiers m1 , m2 de termine s modulo g. On notera que, par de finition
de g, les nombres m1 , m2 , g sont premiers entre eux.
Les e tapes de la de monstration sont alors paralle les a celles du cas
complexe, cf. [4] et [5].
5.1. Construction d'une matrice M
Nous allons extraire une matrice M de la matrice M de format N_RS
dont les coefficients sont les nombres
\rb2+sb1k + : ptlr1 : ptls2 ,
ou (k, l ) (0k<K, 0l<L) de signe l’indice de ligne et (r, s) (0r<R,
0s<S) de signe celui de colonnes. La nume rotation choisie des lignes et
des colonnes est ici sans importance.
Lemme 7. Fixons des entiers c1 et c2 ve rifiant la condition (1) du The o-
re me 1 et notons c=c1+c2 . Alors la matrice extraite M, forme e des
colonnes de M d'indice (r, s) ve rifiant m1r+m2 s#c modulo g, est de rang
maximal, e gal au nombre N de ses lignes.
Preuve. L’hypothe se (1) signifient que les sous-ensembles de Z2
E1=[(r, s); 0r<R1 , 0s<S1 , m1 r+m2s#c1 mod g]
E2=[(r, s); 0r<R2 , 0s<S2 , m1 r+m2s#c2 mod g]
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ve rifient les deux conditions
Card[: ptr1 :
pts
2 ; (r, s) # E1]L
Card[b2 r+b1 s; (r, s) # E2]>(K&1) L
requises par le Lemme 6. Remarquons que
E1+E2[(r, s); 0r<R, 0s<S, m1r+m2 s#c mod g].
Une relation line aire non triviale entre les lignes de la matrice M se traduit
alors par l’existence d’un polyno^me P(X, Y), non nul, de degre s partiels en
X et Y respectivement majore s par K&1 et L&1, et s’annulant aux points
(b2r+b1 s, : p
tr
1 :
pts
2 ) (r, s) # E1+E2 ,
contrairement a la conclusion du Lemme 6. K
5.2. Majoration analytique des mineurs de M
Soit 2 un mineur d’ordre N_N extrait de la matrice M. Nous nous pro-
posons d’e tablir la majoration suivante de |2|p , lorsque |4|p est petit.
Lemme 8. Supposons que
v(4)
pt
e \N&
1
2++u
alors
v(2)
ptNK(L&1)
2e
&
N log N
log p
.
Preuve. Apre s avoir nume rote les lignes et les colonnes de la matrice
extraite, e crivons
2=det \\rj b2+sjb1ki + : p
tlirj
1 :
ptlisj
2 +1i, jN .
Comme
m1 rj+m2 sj#c mod g ( j=1, ..., N),
en substituant :1=‘m1%1 , :2=‘m2%2 , il vient la formule
2=‘cpt( li)2$,
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avec
2$=det \\rjb2+sjb1ki + % p
tlirj
1 %
ptlisj
2 +1i, jN .
Il s’ensuit en particulier que v(2)=v(2$). D’autre part, d’apre s (3), puisque
4=:b11 &:
b2
2 =‘
m1b1%b11 &‘
m2b2%b22
est de valuation positive, m1b1 et m2b2 sont ne cessairement dans la me^me
classe modulo g. Si l’on pose
4 =%b11 &%
b2
2
il est alors clair que v(4)=v(4 ). En d’autres termes, il suffit de de montrer
le lemme lorsque :1=%1 et :2=%2 sont des unite s principales.
Rappelons que u de signe l’entier tel que pu divise exactement
pgcd(b1 , b2). Une difficulte supple mentaire appara@^t si u>0; posons alors
b$1=
b1
pu
, b$2=
b2
pu
, _=
%b$11
%b$22
et montrons l’existence d’une racine pt-ie me de l’unite !1 dans Kv , telle que
v(%b$11 &!1 %
b$2
2 )
pt
e \N&
1
2+ .
A cet effet, remarquons que
v(_ pu&1)=v \ 4%b22 +=v(4)
pt
e \N&
1
2++u>
1
p&1
+u,
par hypothe se; autrement dit
:
!
v(_&!)=v(4)
pt
e \N&
1
2++u>
1
p&1
+u,
ou l’indice de sommation ! de crit l’ensemble des racines pu-ie mes de l’unite
dans Q p . On utilise alors un argument standard pour montrer que _ est
proche d’une, et d’une seule, de ces racines de l’unite . De fac on pre cise,
classons les racines pu-ie mes de l’unite de telle sorte que
v(_&!1) } } } v(_&!pu).
Par l’ine galite ultrame trique, on a
v \!&!1&1+=v(!&&!1)v(_&!&), (&=2, ..., pu).
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Il vient donc
v(_&!1)+ :
!{1
!pu=1
v(!&1)
pt
e \N&
1
2++u>
1
p&1
+u.
D’apre s le Lemme 5, la somme ci-dessus est e gale a u. Il s’ensuit tout
d’abord que v(_&!1)>1p&1, puis que v(_&!1)>v(_&!2). En effet, en
cas d’e galite v(_&!1)=v(_&!2), et toujours gra^ce a l’ine galite ultra-
me trique, on aurait
1
pw&1( p&1)
=v \!2!1&1+=v(!2&!1)>
1
p&1
,
ou pw de signe l’ordre exact de la racine de l’unite !2 !1{1; d’ou la contra-
diction. Le Lemme de Krasner montre alors que !1 appartient au corps
Qp(_)Kv . Il s’ensuit que ! p
t
1 =1. En effet, de signant maintenant par p
w
l’ordre de la racine de l’unite !1 , on a
pw&1( p&1)e<pt( p&1),
puisque l’indice de ramification de l’extension Qp(!1)Qp est e gal a pw&1
( p&1). Il vient ainsi wt. Posons
4$=%b$11 &!1 %
b$2
2 .
Comme ! pu1 =1, le Lemme 3 montre alors que
v(4)=v(4 )=v(_ pu&1)=v \\ _!1+
pu
&1+=v(_&!1)+u=v(4$)+u.
De manie re alternative, on notera que l’e galite v(4)=v(4$)+u re sulte
aussi directement des ine galite s ultrame triques ci-dessus. Gra^ce a (3), on a
donc bien la minoration annonce e:
v(4$)=v(4)&u
pt
e \N&
1
2+ .
On peut supposer sans restriction que p ne divise pas b$2 . Notons alors
;=b1b2=b$1 b$2 . A partir de la relation
%b$22 =
%b$11 &4$
!1
=
%b$11 (1&%
&b$1
1 4$)
!1
,
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en remarquant que ! pt1 =1, on obtient la formule
%b$2 ptli sj2 =%
b$1 p
tli sj
1 (1&%
&b$1
1 4$)
ptli sj (1i, jN).
Notons que, pour tout b # Zp , l’application a [ ab :=expp(b logp a) re alise
un homomorphisme de groupe injectif du disque [a # Q p ; v(a&1)>
1( p&1)] dans lui-me^me. D’apre s le corollaire du Lemme 3, on a
v(% pti &1)
pt
e
>
1
p&1
(i=1, 2),
et d’autre part,
v(4$)
pt
e \N&
1
2+>
1
p&1
,
comme on vient de le voir. Elevant alors les deux membres de l’e galite
ci-dessus a la puissance 1b$2 , il vient
% ptli sj2 =(%
pt
1 )
;lisj (1&%&b$11 4$)
ptli sj b$2
=(% pt1 )
;lisj (1+_i, j4$) (1i, jN),
avec _i, j # Q p . De plus, comme li sj b$2 # Zp , on de duit du Lemme 3 que
|_i, j |pp&t1.
Substituons maintenant les expressions ci-dessus dans le de terminant 2$.
Par multiline arite du de terminant, il vient
2$=det \(rjb2+sj b1)
ki
ki !
% ptli (rj+sj;)1 (1+_i, j 4$)+1i, jN
=b ki2 _det \(rj+sj;)
ki
ki !
% ptli (rj+sj ;)1 (1+_i, j4$)+1i, jN
=b ki2 _ :
I[1, ..., N]
(4$)N&|I| 2$I (4)
ou , pour tout sous-ensemble de lignes I, on a note
2$I=det \ .i (z1), ..., .i (zN)_i, 1.i (z1), ..., _i, N.i (zN)+
] i # I
] i  I
(5)
avec
.i (z)=
zki
ki !
% ptliz1 , zj=rj+;sj (1i, jN).
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De veloppons ensuite le de terminant 2$I gra^ce a la formule de Laplace:
2$I= :
Card(J)=Card(I)
J[1, ..., N]
=J 2$I, J 2$I , J (6)
ou =J=\1, et
2$I, J=det(.i (zj)) i # I
j # J
, 2$I , J =det(_i, j.i (zj)) i  I
j  J
.
Puisque les zj appartiennent a Zp , on minore trivialement
v(2$I , J ) &v \‘i  I ki !+&
1
p&1 \:i  I ki+ , (7)
gra^ce au Lemme 2. Notons
| :=logp(% p
t
1 )= :
+
k=1
(&1)k&1
(% pt1 &1)
k
k
.
Or, par ine galite ultrame trique,
v(|)=v(logp % p
t
1 )=v(%
pt
1 &1)
pt
e
>
1
p&1
.
Les fonctions .i sont donc analytiques dans une boule ouverte centre e a
l’origine de rayon >1, et s’y de veloppent en se rie de Taylor:
.i (z)= :
&ki
&(&&1) } } } (&&ki+1)
&! ki !
(li|)&&ki z&= :
& # N \
&
ki+ (li|)&&ki
z&
& !
.
Reportons maintenant cette formule dans le de terminant d’interpolation
2$I, J . Pour simplifier l’e criture, posons n=Card I=Card J, et supposons
que J=[1, ..., n]. Par multiline arite du de terminant sur les colonnes, il
vient alors
2$I, J= :
(&1 , ..., &n) # Nn
\‘
n
j=1
z&jj
&j !+ det \\
&j
ki+ (li|)&j&ki+ i # I1 jn
= :
 &j ki
0&1< } } } <&n
det(z&ji )_det \\&jki+ l &j&kii +
&1 !_ } } } _&n !
|( &j& ki), (8)
cette dernie re e galite provenant du fait que les de terminants dans le
membre de droite de la premie re ligne changent de signe, lorsque l’on
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permute deux indices de sommation &j1 et &j2 . Remarquons maintenant que
le quotient
det(z&ji )
>1i< jn (zi&zj)
n’est autre que la valeur d’un polyno^me de Schur e value en des points
zj # Zp . D’apre s les Lemmes 1 et 2, on a donc
v(det(z&ji ))v \ ‘1i< jn (zi&zj)+v \ ‘
n&1
&=1
& !+ n
2&n
2( p&1)
&
n log n
log p
,
et d’autre part
v(&1 !_ } } } _&n !)
&1+ } } } +&n
p&1
.
Il vient donc
v(2$I, J)min {\v(|)& 1p&1+ (&1+ } } } +&n)=
&v(|) \:i # I ki++
n2&n
2( p&1)
&
n log n
log p
,
ou le minimum est pris sur les n-uplets d’entiers (&1 , ..., &n) ve rifiant
0&1< } } } <&n et nj=1 &ji # I ki . Comme
v(|)
pt
e
>
1
p&1
,
il s’ensuit que
v(2$I, J)\v(|)& 1p&1+ max {
n2&n
2
, :
i # I
ki=
&v(|) \:i # I ki++
n2&n
2( p&1)
&
n log n
log p
=max {v(|) \n
2&n
2
& :
i # I
ki+ , 1p&1 \
n2&n
2
& :
i # I
ki+=&n log nlog p

pt
e \
n2&n
2
& :
i # I
ki+&n log nlog p .
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Reportant dans (6), il vient gra^ce a (7) et a la minoration pte>1( p&1)
v(2$I)
pt
e \
n2&n
2
& :
N
i=1
ki+&n log nlog p

pt
e \
n2&n
2
&
N(K&1)
2 +&
N log N
log p
.
La formule (4) montre alors que
v(2)=v(2$) min
0nN {(N&n) v(4$)+
pt(n2&n)
2e =&
ptN(K&1)
2e
&
N log N
log p

pt
e
min
0nN {(N&n) \N&
1
2++
n2&n
2 =&
ptN(K&1)
2e
&
N log N
log p
=
pt(N 2&N)
2e
&
ptN(K&1)
2e
&
N log N
log p
,
d’ou s’ensuit le lemme. K
5.3. Minoration arithme tique de |2|p .
Nous commenc ons par un re sultat combinatoire qui joue le ro^le du
Lemme 4 de [5] dont nous rappelons ici l’e nonce .
Lemme 9. Soient K, L, R et S des entiers 1. Posons N=KL et l&=
[(&&1)K], (1&N). Pour chaque suite d'entiers (r1 , ..., rN) compris
entre 0 et R&1, et telle qu'aucun entier ne soit re pe te plus de S fois dans la
suite, on a l'encadrement
M&G :
N
&=1
l& r&M+G,
ou
M=
(L&1)(r1+ } } } +rN)
2
, G=
NLR
2 \
1
4
&
N
12RS+ .
Le re sultat suivant co@ ncide avec le Lemme 9 lorsque g=1.
Lemme 10. Soient K, L, R, S, g des entiers 1, m1 , m2 , c, des entiers
rationnels. On suppose que les entiers m1 , m2 , g sont premiers entre eux.
Notons N=KL et l&=[(&&1)K] (1&N). Soit (r1 , s1), ..., (rN , sN) une
suite de N couples d'entiers, deux a deux distincts, et ve rifiant les conditions
0r&R&1, 0s&S&1, m1 r&+m2s&#c modulo g, (V)
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pour tout &=1, ..., N. On a alors les encadrements
M1&G1 :
N
&=1
l&r&M1+G1 ,
M2&G2 :
N
&=1
l&s&M2+G2 ,
avec
M1=
(L&1)(r1+ } } } +rN)
2
, G1=
NL(R+g&1)
8
&
gN 2L
24(S+g&1)
,
M2=
(L&1)(s1+ } } } +sN)
2
, G2=
NL(S+g&1)
8
&
gN 2L
24(R+g&1)
.
Preuve. Montrons le premier encadrement; le deuxie me s’en de duisant
par permutation de R et S. Notons
g$=pgcd(m2 , g), g"=gg$.
En particulier m1 et g$ sont premiers entre eux. Soit c$ l’entier compris entre
0 et g$&1 tel que m1c$#c mod g$. Les relations m1 r&+m2s&#c mod g
pour &=1, ..., N, montrent alors que les r& sont congrus a c$ modulo g$.
Ecrivons donc
r&=c$+g$r$& , 0r$&R$ :=_R&1g$ & (&=1, ..., N).
D’autre part, la me^me congruence m1r+m2 s#c mod g montre que pour r
fixe , la classe de s modulo g" est uniquement de termine e. Il y a donc au
plus S$=[(S&1)g"]+1 couples d’entiers (r, s) ve rifiant (V) pour lesquels
la premie re coordonne e r est fixe e. Le Lemme 9 ci-dessus applique e a la
suite d’entiers (r$1 , ..., r$N) nous fournit alors l’encadrement
M$1&G$1 :
N
&=1
l&r$&M$1+G$1 ,
avec
M$1=
(L&1)(r$1+ } } } +r$N)
2
, G$1=
NL(R$+1)
8
&
N 2L
24S$
.
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Notant que N&=1 l&=(L&1) N2, il s’ensuit que
M1&g$G$1 :
N
&=1
l&r&M1+g$G$1 .
Majorant alors trivialement
R$+1
R+g$&1
g$
, S$
S+g"&1
g"
,
il vient
g$G$1
NL(R+g$&1)
8
&
N 2Lg
24(S+g"&1)
G1 . K
Rappelons que nous avons de fini
b=
(R&1) b2+(S&1) b1
2 \ ‘
K&1
k=1
k !+
&2(K 2&K)
,
#1=
R+g&1
2R
&
gN
6R(S+g&1)
=
4G1
NLR
,
#2=
S+g&1
2S
&
gN
6S(R+g&1)
=
4G2
NLS
.
Lemme 11. Soit 2 un mineur non nul d'ordre maximal N_N extrait de
M. On a alors la minoration :
log |2|p&
DN
2e
(log N+(K&1) log b+#1 ptLRh(:1)+#2 ptLSh(:2)) .
Preuve. Ce lemme correspond a la Proposition 3 de [2]: il s’agit de
l’analogue p-adique du Lemme 6 de [5]. On utilise ici la version suivante
de l’ine galite de Liouville: pour tout polyno^me P(X, Y), a coefficients
entiers, et pour tous nombres alge briques ! et ‘ contenus dans Q p , tels que
P(!, ‘){0, on a la minoration
log |P(!, ‘)|p&
[Q(!, ‘) :Q]
ef
(log |P|+(degX P) h(!)+(degY P) h(‘)) ,
ou e et f de signent comme pre ce demment l’indice de ramification et le
degre re siduel de l’extension de corps Qp(!, ‘)Qp , et ou
|P|=max[ |P(x, y)|; x # C, y # C, |x|=| y|=1]
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de signe la ‘‘norme sup’’ du polyno^me P. Cette version de l’ine galite de
Liouville re sulte par exemple du Lemme 3.5 et de l’exercice 2 du chapitre
3 de [8].
Conside rons le polyno^me
P(X, Y)=:
_
sg(_) ‘
N
i=1 \
r_(i)b2+s_(i) b1
ki + X 
N
i=1 li r_(i) Y 
N
i=1 li s_(i),
ou _ de crit le groupe syme trique SN , et ou sg(_) de signe la signature de la
substitution _. Il est clair que 2=P(: pt1 , :
pt
2 ). D’autre part, la majoration
|P|N N2 \(R&1) b2+(S&1) b12 +
(K&1) N2
\‘
N
i=1
ki!+
&1
=N N2b(K&1) N2
a e te e tablie dans le Lemme 6 de [5]. La preuve se poursuit alors comme
dans le cas archime dien. Le Lemme 10 nous fournit maintenant les estima-
tions
M1&G1: li r_(i)M1+G1 ,
M2&G2: li s_(i)M2+G2 ,
avec
G1=
NL(R+g&1)
8
&
gN 2L
24(S+g&1)
=
#1LRN
4
G2=
NL(S+g&1)
8
&
gN 2L
24(R+g&1)
=
#2LSN
4
.
De signons par V1 (resp. V2) la partie entie re de M1+G1 (resp. M2+G2),
et par U1 (resp. U2) le plus petit entier M1&G1 (resp. M2&G2). On a
alors la formule
2=P(: pt1 , :
pt
2 )=:
ptV1
1 :
ptV2
2 P \ 1: pt1 ,
1
: pt2 + ,
ou P (X, Y) est un polyno^me a coefficients entiers, dont la norme |P | est
e gale a |P|, et dont les degre s en X et en Y sont respectivement majore s par
V1&U1 et par V2&U2 . Appliquant l’ine galite de Liouville ci-dessus au
polyno^me P en sachant que h(: pti )=p
th(:i), on obtient la minoration
log |P (: pt1 , :
pt
2 )|p&
D
e
(log |P |+pt(V1&U1) h(:1)+pt(V2&U2) h(:2)) .
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Puisque |:1 | p=|:2 |p=1 et que Ui&Vi2Gi pour i=1, 2, il vient
log |2|p&
D
e
(log |P|+2G1 pth(:1)+2G2 pth(:2)) .
On obtient alors le lemme en utilisant la majoration ci-dessus de |P| et en
substituant aux Gi leurs valeurs. K
5.4. De monstration du The ore me 1
Sous re serve de la majoration (3), les Lemmes 8 et 11 fournissent l’enca-
drement suivant de log |2|p :
&
pt log p
2e
NK(L&1)+N log Nlog |2|p
 &
DN
2e
(log N+(K&1) log b
+#1 ptLRh(:1)+#2 ptLSh(:2)) .
Apre s multiplication par 2eN, on aboutit a l’oppose de (2).
6. MODE D’EMPLOI DU THE ORE ME 1
Simplifions tout d’abord l’hypothe se (2) en la remplac ant par une ine ga-
lite plus forte. Plac ons nous maintenant dans le contexte du The ore me 2 et
posons:
D$=
D
log p
, ai=
D log Ai
log p
max {Dh(:i)log p , 1= (i=1, 2).
Soit d’autre part
BD$ log b=
D log b
log p
,
un nombre re el 0 que l’on fixera ulte rieurement. Comme t0 et que
eD, la condition
K(L&1)>3D$ log N+(K&1) B+#1 LRa1+#2LSa2 . (2)$
implique alors (2).
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6.1. Choix des parame tres et estimations
Soient k et l deux constantes >0. On fixe alors
L=[lB]+2, K=[kgLa1 a2]+1
R1=[- gLa2 a1]+1, S1=[- gLa1a2]+1
R2=[- g(K&1) La2 a1]+1, S2=[- g(K&1) La1 a2]+1.
Par de finition me^me des quantite s R1 , S1 , R2 , S2 , on a les minorations
R1S1gL
(1)$
R2S2>g(K&1) L.
Nous allons maintenant majorer les termes #1LRa1 , #2LSa2 et (K&1) B,
qui interviennent dans le membre de droite de (2)$. On notera que les esti-
mations obtenues sont tout a fait analogues a celles des Lemmes 7 et 8 de
[5], qui co@ ncident essentiellement avec les deux lemmes suivants lorsque
g=1.
Lemme 12. On a la majoration
#1 Ra1
1
3
- g(K&1) La1a2+
2
3
- gLa1a2+
ga1
2
+
ga2
6
#2Sa2
1
3
- g(K&1) La1a2+
2
3
- gLa1a2+
ga2
2
+
ga1
6
.
Preuve. Montrons la premie re majoration; la deuxie me s’en de duisant
en permutant a1 et a2 . On part de la formule
#1Ra1=
(R+g&1) a1
2
&
gKLa1
6(S+g&1)
.
Comme dans le Lemme 9 de [5], utilisons les estimations
R+g&1=R1+g&1+R2&1R1+g&1+- g(K&1) La2 a1
S+g&1=S1+g&1+S2&1S1+g&1+- g(K&1) La1 a2
- gLa2 a1R1<1+- gLa2 a1 , - gLa1 a2S1<1+- gLa1 a2 ,
1
S+g&1

1
S1+g&1+- g(K&1) La1 a2

1
- g(K&1) La1 a2
&
S1+g&1
g(K&1) La1 a2
.
333FORMES LINE AIRES
File: 641J 200624 . By:CV . Date:27:11:96 . Time:11:42 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2126 Signs: 882 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Cette dernie re minoration montre que
gKLa1
6(S+g&1)

g(K&1) La1
6(S+g&1)

- g(K&1) La1 a2
6
&
(S1+g&1) a2
6

- g(K&1) La1a2
6
&
- gLa1a2
6
&
ga2
6
.
D’autre part, on majore
(R+g&1) a1
2

ga1+- gLa1a2+- g(K&1) La1 a2
2
.
Regroupant les diverses estimations, on trouve la majoration annonce e. K
Nous pouvons maintenant reformuler la condition (2)$ en une relation
nume rique simple entre les parame tres k, l, B, a1 , a2 . Posons *=l+2B,
de telle sorte que
lB<L&1<LlB+2=*B.
On minore
K(L&1)>kgLa1a2_lB>kl 2gB2a1a2 ,
tandis que l’on majore
(K&1) BkgLa1a2_BkgBa1 a2(lB+2)=klgB2a1a2+2kgBa1 a2 .
D’autre part, le Lemme 12 nous fournit la majoration
#1LRa1
1
3
- k gL2a1 a2+
2
3
L32 - ga1a2+
gLa1
2
+
gLa2
6

1
3
- k *2gB2a1a2+
2
3
*32B32 - ga1 a2+
g*Ba1
2
+
g*Ba2
6
gB2a1a2 \- k *
2
3
+
2
3
*32
- B
+
2
3
*
B+ ,
en tenant compte des minorations g1, a11, a21. Par syme trie, la
me^me majoration vaut pour #2LSa2 . On majore enfin
N=KLkgL2a1 a2+Lk*2gB2a1 a2+*B.
334 BUGEAUD AND LAURENT
File: 641J 200625 . By:CV . Date:27:11:96 . Time:11:42 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2234 Signs: 956 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Remplac ant les termes intervenant dans (2)$ par les diverses estimations
ci-dessus et divisant par gB2a1 a2 , il s’ensuit que la relation
kl 2&kl&
2
3
- k *2
2k
B
+
4
3
*32
- B
+
4
3
*
B
+
3D$ log(k*2gB2a1a2+*B)
gB2a1 a2
, (2)"
ou le membre de droite tend vers 0 quand B tend vers l’infini, implique
l’ine galite (2)$.
Il nous reste maintenant a comparer BD$ log b avec b$, comme dans le
Lemme 8 de [5]. Rappelons que nous avons pose
b$=
b1
D log A2
+
b2
D log A1
=
1
log p \
b1
a2
+
b2
a1+
b=
(R&1) b2+(S&1) b1
2 \ ‘
K&1
k=1
k !+
&2(K 2&K)
.
Lemme 13. On a la majoration
log blog b$+log log p& 12 log k&log 2+
3
2+=(K),
ou = de signe la fonction de croissante de la variable re elle x>1:
=(x)=log
(1+- x&1) - x
(x&1)
.
Preuve. Il a e te e tabli dans le Lemme 8 de [5] que
\ ‘
K&1
k=1
k!+
&2(K2&K)
exp {&log(K&1)+32&
log(2?(K&1)- e)
K&1
+
log K
6K(K&1)= .
Ne gligeant le terme ne gatif &log(2?(K&1)- e)(K&1)+log K(6K(K&1)),
il vient
b
(R&1) b2+(S&1) b1
2(K&1)
e32

(1+- K&1) - gLa1a2
2(K&1) \
b1
a2
+
b2
a1+ e32

(1+- K&1) - K
2(K&1) - k \
b1
a2
+
b2
a1+ e32.
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On obtient ainsi
log blog b$+log log p&log - k&log 2+
3
2
+log
(1+- K&1) - K
(K&1)
. K
6.2. Preuve du The ore me 2
On s’inte resse a la valeur asymptotique de la constante c, de telle sorte
que seuls les termes de plus haut degre en B sont a conside rer. Soit ’ un
re el >1. Fixons B=’D$ log b$. Comme le terme reste = du Lemme 13 tend
vers 0 quand K tend vers l’infini, il est clair d’apre s ce me^me lemme que
D$ log bB lorsque b$ est suffisamment grand. La de monstration se scinde
en deux alternatives analogues a celles rencontre es dans le cadre archime -
dien.
Supposons tout d’abord que pour toute classe c modulo g, on ait
Card[b2r+b1s; 0r<R2 , 0s<S2 , m1r+m2s#c modulo g]
=Card[(r, s); 0r<R2 , 0s<S2 , m1 r+m2 s#c modulo g].
Puisque :1 , :2 sont multiplicativement inde pendants, on a de me^me
Card[: ptr1 :
pts
2 ; 0r<R1 , 0s<S1 , m1r+m2s#c modulo g]
=Card[(r, s); 0r<R1 , 0s<S1 , m1 r+m2 s#c modulo g].
D’apre s (1)$, on a alors
:
g
c=1
Card[: ptr1 :
pts
2 ; 0r<R1 , 0s<S1 , m1 r+m2s#c modulo g]
=R1S1gL,
:
g
c=1
Card[b2r+b1s; 0r<R2 , 0s<S2 , m1 r+m2s#c modulo g]
=R2S2>g(K&1) L.
Le principe des tiroirs nous fournit alors des entiers c1 , c2 tels que la condi-
tion (1) du The ore me 1 soit ve rifie e. D’autre part, la condition (2)" se
re duit asymptotiquement a l’ine galite
kl 2&kl& 23 - k l 2>0
lorsque B est grand. On choisit alors les parame tres k et l tre s proches par
valeurs supe rieures des valeurs limites k=169, l=2, pour lesquelles la
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quantite kl 2 est minimale et vaut 649. Majorant trivialement ulog min
[b1 , b2]log p, le The ore me 1 nous fournit la majoration
v(4)
p
p&1
KL+u
c$pg
( p&1)(log p)4
D4(log b$)2 log A1 log A2
pour b$ suffisamment grand, de s lors que la constante c$ est >649.
Supposons maintenant qu’il existe une classe c modulo g telle que
Card[b2r+b1s; 0r<R2 , 0s<S2 , m1r+m2s#c modulo g]
<Card[(r, s); 0r<R2 , 0s<S2 , m1 r+m2 s#c modulo g].
Dans cette situation, nous allons e tablir la majoration plus fine
v(4)gD$ log 2+2 - k *gBa1a2+u
c"g
(log p)3
D3 log b$ log A1 log A2
pour b$ suffisamment grand, lorsque la constante c" est >193.
Le principe des tiroirs montre alors qu’il existe un couple d’entiers
(r, s){(0, 0) ve rifiant
|r|<R2 , |s|<S2 , b2r+b1 s=0, m1r+m2s#0 modulo g.
Posons
r$=
r
pgcd(r, s)
, s$=
s
pgcd(r, s)
,
de telle sorte que
b1=nr$, b2= &ns$.
On e crit alors
4=:b11 &:
b2
2 =:
nr$
1 &:
&ns$
2 = ‘
!n=1
(:r$1 &!:
&s$
2 ).
Comme n=pgcd(b1 , b2)=n$pu avec n$ premier a p, le Lemme 5 montre
que
:
!{1
!n=1
v(!&1)=u.
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Proce dant comme dans la preuve du Lemme 8, il existe une unique racine
n-ie me de l’unite + telle que
v(:r$1 &+:
&s$
2 )v(4)&u,
v(:r$1 &+:
&s$
2 )>v(:
r$
1 &!:
&s$
2 ) (!
n=1, !{+),
de s lors que v(4)>1( p&1)+u. Le Lemme de Krasner nous montre
maintenant que + appartient au corps Qp(:r$1 :
s$
2 )Kv . On peut donc e crire
+ sous la forme +=‘m! avec ! pt=1, puisque la classe dans UvU 1v de la
composante de + d’ordre premier a p est engendre e par les classes de :1 et
:2 , et que l’ordre de la composante p-primaire de + divise pt par l’argument
de ramification de ja utilise dans la preuve du Lemme 8. Comme ! # U 1v et
que :r$1 &+:
&s$
2 est de valuation positive, la re duction modulo U
1
v entra@^ne
de plus la congruence d’entiers
m1 r$#&m2s$+m modulo g.
Il s’ensuit que
m_pgcd(r, s)#m1 r+m2 s#0 modulo g.
Posons alors g$=gpgcd(m, g). La congruence ci-dessus montre que
pgcd(r, s) est divisible par g$. On obtient ainsi les majorations
|r$|
R2&1
g$
, |s$|
S2&1
g$
.
Appliquons maintenant l’ine galite de Liouville au polyno^me X&Y. Il vient
log |:r$1 &+:
&s$
2 |p
&
[Q(:1 , :2 , +) :Q]
[Qp(:1 , :2 , +) :Qp] \log 2+
R2&1
g$
h(:1)+
S2&1
g$
h(:2)+
&
[Q(:1 , :2 , +) :Q]
ef \log 2+
R2&1
g$
h(:1)+
S2&1
g$
h(:2)+ .
D’autre part, ‘m est une racine de l’unite d’ordre exactement g$. On majore
alors
[Q(:1 , :2 , +) :Q]
ef

[Q(:1 , :2) :Q]_[Q(‘m) :Q]_[Q(!) :Q]
ef

Dg$pt&1( p&1)
e
Dg$.
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La majoration annonce e se de duit alors imme diatement des estimations
D$(R2&1) h(:1)- k gLa1a2- k *gBa1a2
D$(S2&1) h(:2)- k gLa1a2- k *gBa1a2.
6.3. Preuve du The ore me 3
Elle consiste a rendre effectives les estimations asymptotiques pre ce -
dentes. On choisit maintenant
k=3, l=2.6, B=D$ max {log b$+log log p+0.4, 10D$ , 10= .
Ve rifions tout d’abord que l’on a bien
BD$ log b.
Puisque B10, on a L28, et K85. Le Lemme 13 nous fournit la mino-
ration requise en majorant trivialement
&12 log k&log 2+
3
2+=(85)0.4.
Majorant alors *2.8, et minorant Bmax[10D$, 10], a11, a21, on
constate que le membre de droite de (2)" est
0.6+
4_(2.8)32
3_- 10
+
4_2.8
3_10
+
3 log(3_(2.8)2_100+2.8_10)
10_10
3.2;
tandis que le membre de gauche est 3.4. La relation (2)" est donc satis-
faite pour notre choix de parame tres. Dans ces conditions, il a e te e tabli
dans le paragraphe 6.2 que l’on a la majoration
v(4)max { pp&1 KL, gD$ log 2+2 - k *gBa1 a2=+u,
le maximum correspondant aux deux alternatives e voque es ci-dessus.
Montrons maintenant que
u
a2
log p
max[log b$+log log p, 1]Ba1 a2 .
A cet effet, remarquons que
log b$+log log p=log \b1a2+
b2
a1+log \
b1
a2+ .
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D’autre part, on a ulog b1log p puisque pu divise b1 . Il suffit donc de
ve rifier que l’ine galite
log b1a2 max {log b1a2 , 1=
vaut pour tout re el b11 et a21: lorsque b1ea2 , on a bien log b11+
log a2a2 , et lorsque b1ea2 , on a encore log b1a2 log(b1 a2), puisque
(log b1)(a2&1)(1+log a2)(a2&1)a2 log a2 .
Ici, e de signe bien su^r la base du logarithme ne perien et non plus l’indice
de ramification! On majore alors
N=KLgB2a1 a2 \k*2+ *B+23.8gB2a1a2 ,
D$
B
10
.
Substituant les estimations effectue es, il vient ime diatement
v(4)
24pg
p&1
B2a1 a2 . K
6.4. Preuve du The ore me 4
On choisit
B=D$ max {log b$+log log p+0.4, +D$ , &=
de telle sorte que Bmax[+, &D$]. Notant alors
* :=l+
2
+
l+
2
B
=*,
il suffit de satisfaire l’ine quation
kl 2&kl&
2
3
- k * 2
2k
+
+
4
3
* 32
- +
+
4
3
*
+
+
3 log(k* 2+2+* +)
+&
, (2)$$$
liant les parame tres k, l, +, & pour que la relation (2)" soit ve rifie e; pourvu
que
log(kl 2+2+4kl++l++4k+2)2,
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auquel cas le dernier terme du membre de droite de (2)$$$ est une fonction
de croissante de la variable + au point conside re . On notera que ces condi-
tions sont satisfaites par les quadruplets (k(+, &), l(+, &), +, &) avec (+, &) #
[4, 6, 8, 10, 15]_[5, 10], ou k(+, &) et l(+, &) sont de termine s respective-
ment par les deux tableaux suivants:
+=4 +=6 +=8 +=10 +=15
&=5 4.3 3.6 3.4 3.0 3.1
&=10 3.9 3.7 3.3 2.9 3.0
+=4 +=6 +=8 +=10 +=15
&=5 3.0 2.8 2.6 2.6 2.3
&=10 3.1 2.7 2.6 2.6 2.3
Comme KK0 :=[k[l++2]+1], le tableau des minorants K0 s’e crit
alors:
+=4 +=6 +=8 +=10 +=15
&=5 61 65 75 85 114
&=10 55 67 73 82 109
Il s’ensuit que la quantite
&12 log k(+, &)&log 2+
3
2+=(K0)
est toujours 0.4. On peut bien su^r raffiner l’e nonce du the ore me 4 en
remplac ant la constante 0.4 par la quantite ci-dessus dont voici la liste des
valeurs nume riques
+=4 +=6 +=8 +=10 +=15
&=5 0.21 0.30 0.32 0.37 0.34
&=10 0.27 0.28 0.33 0.39 0.36
Le Lemme 13 montre alors que la condition requise BD$ log b est bien
satisfaite par le choix de B effectue . Il nous suffit de reprendre les estima-
tions du paragraphe 6.3. Majorons maintenant
D$
B
&
, uBa1a2
B2a1 a2
+
.
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Il vient alors
v(4)max { pp&1 KL, gD$ log 2+2 - k * gBa1a2=+u
max { pp&1 \k* 2+
*
++ gB2a1a2 ,
log 2
&
gB+2 - k * gBa1a2=+B
2a1a2
+
c(+, &)
p
p&1
gB2a1 a2 ,
avec
c(+, &)=max {k* 2+*

+
,
log 2
+&
+
2 - k *
+ =+
1
+
.
Substituant alors les valeurs nume riques des parame tres k et l, indique es ci-
dessus pour chacun des couples (+, &) conside re s, on obtient imme diate-
ment le tableau du The ore me 4. K
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